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Prob. 4.16. Es diu que a és una arrel de multiplicitat K del polinomi p si
p(z) = (z — a)*q(x), on ¢ és un altre polinomi tal que g(a) # 0.

1) Demostreu que si a; < ay sén dues arrels de p, aleshores existeix [ €
(a1, az) tal que p'(B) = 0.

Que ag 1 ag siguin dues arrels de p significa que f(ay) = f(az) = 0. A més a
més, sabem que p és un polinomi, i és ben sabut que tots els polinomis sén funcions
continues i derivables a tot el seu domini. Aixi doncs, segons el Teorema de Rolle,

3B € (a1, a2)|f'(B) =0 U

2) Demostreu que si totes les arrels de p sén reals, aleshores totes les
arrels de p’ també sén reals. Qué podem dir de les multiplicitats?

Suposem que p té n arrels (comptant multiplicitats), totes elles reals. Pel Teorema
Fonamental de 1’Algebra, aixod implica que el grau del polinomi és n. Al derivar p,
obtenim un polinomi de grau n — 1 que, una altra vegada pel Teorema Fonamental de
I’Algebra, té n — 1 arrels. El que volem veure és que aquestes n — 1 arrels son reals.

Hem vist que si a7 i ag sén arrels reals diferents de p, llavors existeix almenys una
arrel real en l'interval (a1, ag). Siordenem les k arrels diferents de p en ordre ascendent
{a1,ag,...,ar}, podem assegurar que en cada un dels intervals (aq, ag), (a2, a3), . .., (Qg—1, ak)
i k
hi ha almenys una arrel real. Es a dir, que #{x € |J (;—1,0;) : p'(x) =0} > k — 1
i=1
En el cas que les multiplicitats de totes les arrels sigui 1, aixo equival a dir que k = n

(ja que totes les arrels s6n tiniques), i per tant hi ha almenys n — 1 arrels reals, que sén
les que estavem buscant, i per tant es compleix la proposicié.

En el cas que hi hagi alguna arrel amb multiplicitat major que 1, ens falta comprovar
n — k arrels més a part de les que hem vist en el paragraf enterior. Ara veurem que
implica el fet que hi hagi arrels amb multiplicitat major que 1.

Prenem « arrel de p de multiplicitat n > 1. Llavors podriem expressar p com
p(z) = (r — a)™ - g(x). Derivant p, obtenim

Pa)=n-(z—a)" ! ql@)+(@—a)" ¢ (@)= (x—a)"" - (n-q(x) +¢(z) =

= « és arrel de p/(x) amb multiplicitat n — 1



Es a dir, podem deduir

[ arrel de p de multiplicitat n > 1 = « arrel de p’ de multiplicitat n — 1]

Si definim r = Zle(ni — 1) com la suma de cada multiplicitat menys 1, aquest
correspondra al nombre d’arrels a p’ que sén iguals a les arrels de p (per I'enunciat de
Ianterior paragraf). Com aquestes reals també sén arrels a p, per hipotesi sén nombres
reals. Aixi doncs, tenim r arrels reals a p’ que sén diferents de les trobades anteriorment
ja que no pertanyen a l'unié d’intervals descrita anteriorment (els intervals no incloien
cap arrel de p).

Aixi doncs, obtenim que el nombre d’arrels reals a p’ és com a minim k —1+r =
k=148 (ni—1)=k—14+F (n) — k=" (n;) — 1. De fet, n és la suma de
les multiplicitats de totes les arrels de p, que és justament Zle(nl) Es a dir, que el
nombre minim d’arrels reals és justament n — 1. Com segons el Teorema Fonamental de
I’Algebra ens diu que p’ té n — 1 arrels, llavors hem demostrat que si totes les arrels de
p sén reals, llavors totes les arrels de p’ sén reals. O

Corol-lari. Sigui p(z) un polinomi amb totes les arrels reals. Si prenem ag, s €
Rlp(a1) = p(a2) = 0 A p(x) # OVx € (aq, a2), aixo implica 315 € (ag, a2)[p'(5) =0

4.29. Un socorrista que corre 6 vegades més rapid que no pas neda va
depressa per ajudar a un nedador dins una gran piscina circular de radi R. Si
considerem un sistema de coordenades amb origen el centre de la piscina, la
posicié del nedador és (—R/3,0), mentre que la del socorrista és (R,0). Quin
cami ha de seguir el socorrista per arribar al nedador el més aviat possible?

Intuitivament, el que esta clar és que el socorrista ha d’anar per la piscina per arribar
al nedador, pero abans pot caminar per la vora de la piscina (per la circumferéncia de
radi R) per apropar-se. Es a dir: primer de tot caminara per la vora describint un arc de
circumferencia de la piscina i després anira en linia recta fins al punt on esta el nedador.

Observem que existeix un eix de simetria al sistema, que és 'eix d’abscisses. Aixi
doncs, considerarem la trajectoria que comenca caminant per la vora de la piscina en
sentit antihorari, que en tot cas seria el mateix que fer-ho en sentit horari.

Ara construirem una funcié que ens déna el temps necessari en anar fins al nedador
en funcié de ’angle recorregut per fora de la piscina.

Per comencar, la distancia que recorre amb 'arc de circumferencia és s, = R - 6.
Si la velocitat del socorrista caminant és de 6v, (6 vegades la velocitat nedant), com
te = S¢/ve, tenim que el temps que triga en recorre l’arc caminant és

R

= —
6v,,

Quan hagi recorregut 6 radians, el socorrista es trobara al punt P(Rcosf, Rsin#).
La distancia que ha de recorrer fins al nedador és s, = d(P, (—R/3,0)) =



V/(Rcos0 + R/3)% + (Rsin0)? = \/R?cos20 + R2/9 + 2/3R? cos f + R?sin’ ) =

R2(sin? 0 + cos® 0 +1/9 +2/3 cos0) = R\/10/9 + 2/3 cos 0
—_—
1

Aixi doncs, podem dir
R\/(3 + 2 cos0)

Un

t, =

El temps total ¢ que triga el socorrista depenent de ’angle 6 escollit sera llavors la
suma dels dos temps parcials anteriors:

o) = <g+ \/(190+§cose)>

Ara volem optimitzar aquesta funcié, en particular per trobar el seu minim. El
domini de la funcié és 6 € [0, 7], ja que:

1. Descriure angles de 27+ § radiants és el mateix que descriure angles de 5 radiants,
i de la primera manera es triga més temps innecessariament (ja que s’arriba al
mateix punt pero fent una volta més).

2. Caminar 7+ radians en sentit antihorari V3 € (0, 7) és ideéntic a caminar —7—f =
2 — 7 — 3 = w — (8 en sentit horari, que per la simetria mencionada anteriorment
és el mateix que caminar 7 — § € (0,7) en sentit antihorari. Es a dir, que per
arribar al mateix estat que quan describim un angle en l'interval (,27), podem
descriure un angle en U'interval (0, 7) i trigarem menys. Per tant, el minim estara
a 'interval [0, 7].

Com la funcié és derivable en tot el seu domini, podem derivar-la i igualar-la a 0 per
trobar possibles minims:

dt R 1 sin 0

sin 6

1
o 3vy | 2 \/%—F%cosO 2 \/gﬁo—l—%cosQ
I sin 0 N 1 sin? 6 N 1 1 —cos?6
2 %—F%cos& 4 §+%0089 4 §+%COSH
—1++/105
18cos?f +3cosh —13 =0 — COSGZT —

o —14++105 01 = arccos (=105 € (0, 7)
=arccos | ———— | =
12 05 = arccos (==Y ) € (I, 7)



Sabem que
4R s R ({nm 10 R (m 2
0 =g-t(3) =1, (12 + 3> ) = (6 + 3>

A més a més, podem veure que la segona derivada de la funcié és

d?t  3(20cos(8) + 3cos(20) + 9)
- 3
2

g 44/2(3cos(6) +5)

Si substituim pels valors corresponents veiem que ¢”(61) < 0 (és un maxim local) i
t"(02) > 0 (és un minim local). A més a més 6 és el minim absolut a l'interval [0, 7]

perque t(62) < t(0) i t(62) < t(m).

Aixi doncs, el socorrista ha de descriure un arc de circumferencia de arccos (

radians (en sentit antihorari o bé en sentit horari) i després anar en linia recta fins al

nedador.



